
UNIVERSIDAD CATÓLICA DE TEMUCO
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1. UNIDAD 1

1.1. Razón de Cambio Instantánea.

El Diccionario de la Lengua Española editado por la Real Academia Es-
pañola define el término razón, en su ascepción matemática, como el cociente
de dos números o, en general, de dos cantidades comparables entre śı. Por
otro lado, la misma fuente define el término cociente como el resultado
que se obtiene al dividir una cantidad por otra, y que expresa cuántas veces
está contenido el divisor en el dividendo. En este sentido la derivada de
una función involucra una razón o fracción en que el numerador considera
una variación (o cambio) en la variable dependiente, mientras que el denom-
inador considera una variación (o cambio) en la variable independiente. Por
este motivo, la derivada

dy

dx
(x0) = ĺım

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

de una función y = f(x) evaluada en el punto x = x0, puede ser interpretada
como la Razón de Cambio Instantánea (o Tasa de Variación Instantánea) en
x = x0 de la variable dependiente y respecto de la variable independiente x.
Nota que la forma matemática de representar lo instantáneo es a través del
ĺımite h → 0. En otras palabras cada vez que calculas una derivada estás
comparando variaciones o cambios en un instante o punto determinado, o
sea, comparar cambios entre variales.

EJEMPLOS

1. Cuando se dice que la velocidad de un veh́ıculo es igual a 80 kilómetros
por hora, debemos interpretar f́ısicamente que por cada hora el veh́ıcu-
lo avanza 80 kilómetros, suponiendo claro está que dicha velocidad es
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constante en el tiempo. Nota que si la velocidad no es constante, en-
tonces la interpretación sólo es válida en el instante en que se realizó la
observación, y no durante todo el movimiento. Este hecho es el que
motiva el uso de la palabra instantánea.

2. El área de un cuadrado de lado x[cm] se puede escribir de forma fun-
cional como A(x) = x2[cm2], en donde la derivada está dada por

A′(x) =
dA[cm2]

dx[cm]
=

2x[cm2]

1[cm]
,

lo cual dice que para un cuadrado de lado x, por cada 1[cm] de variación
en la longitud del lado, su área vaŕıa 2x[cm2]. En particular si se trata
de un cuadrado de lado x0 = 10[cm] la tasa de variación instantánea
en x0 = 10[cm] está dada por

20[cm2]

1[cm]
,

o sea, el área vaŕıa a razón de 20[cm2] por cada 1[cm] de variación en
su lado. Se enfatiza que esta razón de cambio instantánea sólo es válida
en el punto x0 = 10[cm].

3. El área de un ćırculo de radio r[cm] se puede escribir de forma funcional
como A(r) = π · r2[cm2], en donde la derivada está dada por

A′(r) =
dA[cm2]

dr[cm]
=

π · 2 · r[cm2]

1[cm]
,

lo cual dice que para un ćırculo de radio r, por cada 1[cm] de variación
en la longitud del radio, su área vaŕıa 2πr[cm2]. En particular si se trata
de un ćırculo de radio r0 = 10[cm] la tasa de variación instantánea en
r0 = 10[cm] está dada por

20π[cm2]

1[cm]
.

4. El volumen de un globo esférico de radio r[cm] se puede escribir de for-
ma funcional como V (r) = 4

3
πr3[cm3], en donde la derivada está dada

por

V ′(r) =
dV [cm3]

dr[cm]
=

4πr2[cm3]

1[cm]
,
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lo cual dice que para un globo de radio r, por cada 1[cm] de variación en
la longitud del radio, su volumen variará 4πr2[cm3]. En particular si se
trata de un globo de radio r0 = 10[cm] la tasa de variación instantánea
en r0 = 10[cm] está dada por

400π[cm3]

1[cm]
.

5. Considere la función f que relaciona el número n = 0, 1, 2, 3, ... de
individuos de una población de animales o plantas con el tiempo t ≥ 0
en que esto ocurre, o sea, n = f(t). En este caso la derivada n′ = dn

dt

representa la tasa de crecimiento (n′ > 0) o disminución (n′ < 0)
del número de individuos en el instante t. Por ejemplo, si se trata de
una población de bacterias en un medio nutritivo homogéneo se puede
suponer que la población se duplica cada hora. Si n0 > 0 representa la
cantidad inicial de bacterias, entonces, se puede mostrar que la función
f está dada por n = f(t) = 2t · n0. En este caso la razón de cambio
instantánea del número de individuos respecto del tiempo t está dada
por

n′ = n0 · 2t · ln 2.

En particular, si n0 = 50 bacterias entonces en t = 5[hr]

n′(5) = 50 · 25 · ln 2 ≈ 1109.

O sea, transcurridas cinco horas la población de bacterias crece a razón
de 1109 bacterias por hora, aprox.

EJERCICIOS

1. El costo en dolares, de producir x yardas de una cierta tela está dado
por

C(x) = 1200 + 12x− 0,1x2 + 0,0005x3.

Se pide:
(a) graficar C ′(x) (los economistas le denominan Costo Marginal a esta
función),
(b) ¿qué significa C ′(200) en términos de razón de cambio instantánea?.

2. Considere un tanque que contiene 5000 galones de agua inicialmente.
En el instante t = 0[min] se abre un pequeño orificio en su base. El
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tanque demora 40[min] en vaciarse. Se puede demostrar que el volumen
de agua en un instante t ≥ 0 arbitrario se puede calcular como

V (t) = 5000 · (1− t

40
)2.

Se pide:
(a) calcular el número de galones en el tanque después de 20 minutos,
(b) calcular el tiempo necesario para que el volumen de agua evacuada
sea la tercera parte del volumen original,
(c) calcular la tasa de variación instantánea del volumen de agua en el
tanque respecto del tiempo,
(d) determinar el instante en que la razón de cambio instantánea es
máxima,
(e) determinar el instante en que la razón de cambio instantánea es
mı́nima,
(f) interpretar V ′(10), V ′(0), V ′(40).

1.2. Ley de Crecimiento Exponencial.

Una de las aplicaciones más importantes del Cálculo es el estudio de
la dinámica de poblaciones (insectos, bacterias, animales, personas, etc...),
con la finalidad de entender cómo evoluciona en el tiempo el número de
individuos.

Si se considera una población que tiene la posibilidad de crecer sin re-
stricciones, esto es, sin depredadores, sin enfermedades, y con abundancia
de alimentos, la Ley de Crecimiento Exponencial establece que el número de
individuos aumenta a una tasa que es proporcional al tamaño de la población
en ese instante. En efecto, si P = P (t) = 0, 1, 2, 3, ... denota el número de
individuos en el instante t ≥ 0, la ley de crecimiento exponencial se puede
escribir como:

dP

dt
= kP, (1)

en donde k es la constante de proporcionalidad. Si k > 0 significa que la
población está aumentando, mientras que si k < 0 el número de individuos
es cada vez menor.

La igualdad (1) se denomina Ecuación (existe una única incógnita: la
función P ) Diferencial (la incógnita P está derivada) Ordinaria(la función
incógnita P depende sólo de una variable: t). En adelante se usará el acrónimo
edo.
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Para que la ecuación diferencial ordinaria (1) pueda ser resuelta es nece-
sario especificar una condición inicial : P0 = P (0), esto es, el número inicial
de miembros de la población.

Resolver la edo (1) significa determinar una función P = P (t), t ≥ 0, tal
que cumpla la igualdad, y satisfaga la condición inicial P0 = P (0). En lo que
sigue se resolverá la edo utilizando un procedimiento denominado Separación
de Variables.

Método de Separación de Variables. Separar variables en la ec. (1)
significa escribirla como

1

P
dP = kdt,

esto es, las variables dependiente (P ) e independiente (t) se dejan sólo a un
lado de la igualdad. A continuación se integra a ambos lados, esto es,∫

1

P
dP =

∫
kdt,

luego de lo cual

ln |P | = k(t+ c1),

siendo c1 una constante de integración arbitraria. Depejando la incógnita P

|P | = ek(t+c1),

o sea,

P (t) = ±ekc1 · ekt = c2 · ekt,

en donde c2 = ±ekc1 representa un número real arbitrario, el cual queda
determinado por la aplicación de la condición inicial P0 = P (0), o sea, P0 =
P (0) = c2e

0 = c2. Concluimos que la función

P (t) = P0e
kt, t ≥ 0,

es una solución de la edo definida previamente.
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EJEMPLO. Considere un cultivo de bacterias cuya población inicial
corresponde a 100 unidades. Suponga que la tasa de crecimiento es de tipo
exponencial. Se pide: (a) obtener la función población P (t); t ≥ 0, (b) calcu-
lar el número de bacterias en el cultivo después de transcurrida una hora, (c)
calcular el tiempo requerido para que la población de bacterias se duplique,
(d) graficar la función P (t).

1.3. Existencia y Unicidad

La Ley de Crecimiento Exponencial que presentamos en la sección anteri-
or es un ejemplo relevante de ecuación diferencial ordinaria de primer orden.
La forma general de este tipo de problemas matemáticos está dada por el
Problema con Valor Inicial o pvi :

y′ = F (x, y)

y(x0) = y0,

para el cual es necesario establecer condiciones necesarias y/o suficientes
para que el pvi posea solución (existencia) y ésta sea única (unicidad). En
este sentido enunciamos el siguiente teorema fundamental en la teoŕıa de edo:

TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD. Sea R = [a, b] ×
[c, d] una región rectangular en el plano xy que contiene el punto (x0, y0)
en su interior. Si F (x, y), y ∂F

∂y
son continuas en R, entonces existe algún

intervalo I0 =]x0 − h[×]x0 + h[, con h > 0, contenido en [a, b], y una función
y(x) que está definida en I0 que es solución del pvi

y′ = F (x, y)

y(x0) = y0.

Al final del Caṕıtulo 2 de Derivadas Parciales ahondaremos en la com-
prensión de este importante teorema.

Fuente: Dennis G. Zill, Ecuaciones Diferenciales con aplicaciones de
modelado, Thomson, 2006.

1.4. Soluciones Anaĺıticas Básicas

En las sesiones de cátedra veremos algunos métodos para resolver anaĺıtica-
mente ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (la ecuación sólo
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contiene derivadas de orden 1), tales como: integración directa, separación de
variables, y sustitución. Por otro lado, también veremos cómo resolver una
edo lineal de orden 1 utilizando el método del factor integrante. En lo que
sigue se describen brevemente cada uno de ellos, en donde c denota siempre
un número real arbitrario.

1. Integración Directa: en este caso F (x, y) = F (x). Por lo tanto, la
Solución General se obtiene a partir de

y(x) =

∫
F (x)dx+ c.

2. Separación de Variables: en este caso F (x, y) = g(x)
h(y)

. Por lo tanto,
la Solución General se obtiene a partir de∫

h(y)dy =

∫
g(x)dx.

3. Sustitución: ilustraremos esta técnica con una caso relevante, el cual
ocurre cuando F (x, y) = F (y/x). En efecto, en este caso se define una
nueva función incógnita a través de u(x) = y(x)/x. Note que a partir
de esta definición si se deriva la igualdad xu = y se obtiene u+xu′ = y′,
con lo cual la ecuación original se puede escribir como u+ xu′ = F (u).
Separando variables sobre esta última igualdad se obtiene∫

1

F (u)− u
· du =

∫
1

x
· dx

a partir de la cual se obtiene la Solución General, después de integrar
y volver a la función incógnita original: y.

4. Factor Integrante: ilustraremos está técnica con una edo lineal de
primer orden. En efecto, en este caso F (x, y) = q(x) − p(x)y, con lo
cual la ecuación a resolver está dada por

y′ + p(x)y = q(x).

Para iniciar la solución definimos la función Factor Integrante

I(x) = e
∫
p(x)dx

la cual posee la propiedad I ′(x) = I(x)p(x). Multiplicamos la ecuación
y′ + py = q por I, aplicamos la propiedad mencionada, con lo cual
obtenemos

d

dx
(y(x)I(x)) = I(x)q(x).
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Finalmente, luego de integrar se obtiene la Solución General

y(x) = I−1(x)

[∫
I(x)q(x)dx+ c

]
.

1.5. Práctica de Métodos

1. Verifique por sustitución que la función dada es una solución de la edo
dada.

a) y′ + 2y = 0; y := 3e−2x.

b) x2y′′ + 5xy′ + 4y = 0; y1 :=
1
x2 , y2 :=

lnx
x2 .

c) x2y′′ − xy′ + 2y = 0; y1 := x cos(ln x), y2 := x sen(lnx).

2. Determine el valor constante real c, tal que la función y = f(x) dada,
sea solución de la edo dada.

a) y′ = 2y; y = ce2x, f(0) = 3.

b) xy′ − 3y = x3; y = x3(c+ ln x), f(1) = 17.

c) y′ + y tanx = cos x; y = (x+ c) cos x, f(π) = 0.

3. Se describe una función y = g(x) mediante alguna propiedad geométri-
ca de su gráfica. Escriba una edo de la forma y′ = f(x, y) tal que una
de sus soluciones sea g(x).

a) La pendiente de la gráfica de g en el punto (x, y) es la suma de x
e y.

b) La recta tangente a la gráfica de g en el punto (x, y) corta el eje
de las x en el punto (x

2
, 0).

c) Toda ĺınea recta perpendicular a la gráfica de g pasa por el punto
(0, 1).

4. Escriba una edo que sea un modelo matemático de la situación descrita.

a) La tasa de cambio de una población P con respecto al tiempo t
es proporcional a la ráız cuadrada de P .

b) La tasa de cambio con respecto al tiempo de la velocidad v de un
bote costero de motor es proporcional al cuadrado de v.

c) En una ciudad con poblacion fija de P personas, la tasa de cambio
con respecto al tiempo del numero N de personas que han con-
tráıdo cierta enfermedad es proporcional al producto del número
de personas enfermas y el número de las que no lo están.
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5. Resuelva el PVI dado por integración directa.

a) y′ = xe−x; y(0) = 1.

b) y′ = (1− x2)−1/2; y(0) = 0.

c) y′ = cos 2x; y(0) = 1.

6. Determine la solución general (en forma impĺıcita y/o expĺıcita) de la
edo dada, por separación de variables.

a) y′ + 2xy = 0.

b) y′ + 2xy2 = 0.

c) y′ = y sen x.

d) (1 + x)y′ = 4y.

e) 2
√
xy′ =

√
1− y2.

f ) x2y′ = 1− x2 + y2 − x2y2.

g) y′ = 1 + x+ y + xy.

h) (x2 + 1)y′ tan y = x.

i) y′ = (x−1)y5

x2(2y3−y)
.

j ) y′ = 1+
√
x

1+
√
y
.

k) (ex + e−x)y′ = y2.

l) y′ = x
√

1− y2.

m) y′ = xy+2y−x−2
xy−3y+x−3

.

n) y′ = xy+3x−y−3
xy−2x+4y−8

.

ñ) x(1 + y2)1/2dx = y(1 +
x2)1/2dy.

o) (ey + 1)2e−ydx + (ex +
1)3e−xdy = 0.

p) N ′ +N = Ntet+2.

7. Resuelva el PVI dado, por separación de variables.

a) y′ = yex, f(0) = 2e.

b) y′ = 2xy2 + 3x2y2, f(1) = −1.

c) xy′ − y = 2x2y, f(1) = 1.

d) y′ tanx = y, f(π
2
) = π

2
.

e) 2yy′ = x(x2 − 16)−1/2, f(5) = 2.

8. Resuelva la edo lineal de 1er. orden dada.

a) y′ + y = 2, f(0) = 0.

b) y′ − 2y = 3e2x, f(0) = 0.

c) (x2+1)y′+3x3y = 6xe−3x2/2,
f(0) = 1.

d) (x2+4)y′+3xy = x, f(0) = 1.

e) xy′ = 3y + x4 cos x, f(2π) =

0.

f ) (1+x)y′+y = cos x, f(0) = 1.

g) Li′ +Ri = E, i(0) = i0.

h) T ′ = k(T − Tm), T (0) = T0.

i) r′ + r sec θ = cos θ.

j ) yx′ − x = 2y2, y(1) = 5.
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k) P ′ + 2tP = P + 4t− 2.

l) (x2 − 1)y′ + 2y = (x+ 1)2.

m) y′ cosx+ y sin x = 1.

9. Resuelva la edo dada utilizando una sustitución adecuada.

a) (x+ y)y′ = x− y.

b) 2xyy′ = x2 + 2y2.

c) (x+ ey)y′ = xe−y − 1.

d) (2x sen y cos y)y′ = 4x2 +
3 sen2 y.

e) y2(xy′ + y)(1 + x4)1/2 = x.

f ) y′ = (4x+ y)2.

g) xy′ + y = y−2.

h) 3(1 + t2)y′ = 2ty(y3 − 1).

i) y1/2y′ + y3/2 = 1, y(0) = 4.

j ) y′ = (1− x− y)/(x+ y).

k) y′ = sin(x+ y).

l) y′ = 3x+2y
3x+2y+2

, y(−1) = −1.

m) y′ = tan2(x+ y).

n) y′ = (x+ y + 1)2.

ñ) y′ = 2 +
√
y − 2x+ 3.

o) y′ = cos(x+ y), y(0) = π/4.

p) −ydx+ (x+
√
xy)dy = 0.

q) xy′ = y +
√
x2 − y2.

r) ydx + x(lnx − ln y − 1)dy =
0, y(1) = e.

s) (x + yey/x)dx − xey/xdy =
0, y(1) = 0.

10. ...un poco más sobre sustitución.

a) Demuestre que la sustitución v = ax+ by + c transforma la edo

y′ = F (ax+ by + c)

en una ecuación separable.

b) Demuestre que la sustitución v = y1−n transforma la ecuación de
Bernoulli

y′ + P (x)y = Q(x)yn

en la ecuación lineal

v′ + (1− n)P (x)v = (1− n)Q(x),

con n ̸= 0, 1.

c) Demuestre que la sustitución v = ln y transforma la edo

y′ + P (x)y = Q(x)y ln y

en la edo v′ + P = Qv.

10



d) Use el método del ejercicio anterior para resolver la edo

xy′ − 4x2y + 2y ln y = 0.

e) Resuelva la ecuación

dy

dx
=

x− y − 1

x+ y + 3
.

Ayuda: determine h y k tales que la sustitución x = u+h, y = v+k
la transforme en dv

du
= u−v

u+v
.

f ) Demuestre que las curvas solución de la ecuación homogénea

dy

dx
= −y(2x3 − y3)

x(2y3 − x3)

son de la forma x3 + y3 = 3Cxy.

g) La ecuación diferencial

y′ = P +Qy +Ry2

se conoce como Ecuación de Riccati, siendo P,Q,R funciones
conocidas. Suponga que y1 es una solución particular conocida de
la ec. de Riccati. Demuestre que la sustitución y = y1 + u reduce
la ecuación de Riccati a una ecuación de Bernoulli.

h) Se sabe que y1 = 2/x es una solución de la ecuación

y′ = − 4

x2
− 1

x
y + y2.

Se pide calcular la Solución General de esta ecuación

1.6. Práctica de Aplicaciones

1. MODELAMIENTO VÍA EDO: se pide resolver cada modelo.

(a) Dinámica Poblacional:

dP

dt
= ±kP ; k > 0, P (0) = P0.

(b) Desintegración Radiactiva:

dA

dt
= ±kA; k > 0, A(0) = A0.
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(c) Ley de Enfriamiento (Calentamiento) de Newton:

dT

dt
= −k(T − Tm); k > 0, T (0) = T0;Tm ∈ ℜ+.

(d) Propagación de una Enfermedad:

dx

dt
= kx(n+ 1− x);n, k > 0, x(0) = x0.

(e) Reacciones Qúımicas:

dX

dt
= k(α−X)(β −X); k > 0, X(0) = X0;α, β > 0.

(f) Mezclas:
dA

dt
+ aA = b; a, b ∈ ℜ, A(0) = A0.

(g) Drenado de un Depósito (Ley de Torricelli):

dh

dt
= − Ao

Aw(h)

√
2gh;Ao > 0, h(0) = h0.

(h) Circuitos en Serie:

R
dq

dt
+

1

C
q = E;R,C,E > 0, q(0) = q0.

(i) Cáıda Libre:

d2s

dt2
= −g; s(0) = s0, s

′(0) = v0; g = 9, 8[m/s2].

2. MEZCLAS. Cuando se disuelve azúcar en agua, la cantidad A que
permanece sin disolver después de t minutos satisface la edo

dA

dt
= −kA, k > 0.

Si después de un minuto se disuelve el 25% del azúcar, ¿qué tiempo
tardará en disolverse la mitad del azúcar?.
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3. ÓPTICA. La intensidad I de la luz a una profundidad de x metros
bajo la superficie del mar, satisface la edo

dI

dx
= −1,4I.

(a) ¿A qué profundidad la intensidad es la mitad de la intensidad Io en
la superficie, en donde x = 0?.(b) ¿Cuál es la intensidad a una profun-
didad de 10 metros (como fraccion de Io)?. (c) ¿A qué profundidad la
intensidad será 1/100 de la correspondiente a la superficie?.

4. PRESIÓN BAROMÉTRICA. La presión barométrica p (en pul-
gadas de mercurio) a una altura de x millas sobre el nivel del mar
satisface el pvi

dp

dx
= −0,2p; p(0) = 29,92.

(a) Calcule la presión barométrica a 10000 pies y a 30000 pies. (b)
Sin acondicionamiento previo, poca gente puede sobrevivir cuando la
presión desciende a menos de 15 pulgadas de mercurio, ¿cuál es esa
altura?.

5. MEZCLAS. Suponga que cuando cierta sal se disuelve en un solvente,
el número x(t) de gramos de sal que hay en la solución después de t
segundos satisface la ecuación loǵıstica

dx

dt
= 0,8x− 0,004x2.

(a) ¿Cuál es la cantidad máxima de sal que se disolverá en ese solvente?.
(b) Si x = 50 cuando t = 0, ¿cuánto tardarán en disolverse 50 gramos
adicionales de sal?.

6. CONTAGIO DE UNA ENFERMEDAD. Suponga que una comu-
nidad contiene quince mil personas que son susceptibles a una enfer-
medad contagiosa en expansión. Inicialmente, el número N(t) de per-
sonas que tienen la enfermedad es igual a cinco mil y aumenta a razón
de quinientas por d́ıa. Suponga que N ′(t) es directamente proporcional
al producto entre el número de las que han contráıdo la enfermedad y
el número de las que no la han contráıdo. ¿Cuánto tiempo pasará para
que otras cinco mil personas contraigan la enfermedad?.

7. MECÁNICA. Un bote de motor pesa 32000[lb] y su motor propor-
ciona un empuje de 5000[lb]. Suponga que la resistencia del agua es
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de 100 libras por cada pie por segundo de la velocidad v del bote.
Entonces,

1000
dv

dt
= 5000− 100v.

Si el bote parte del punto de reposo, ¿cuál es la máxima velocidad que
puede alcanzar?.

8. INMIGRACIÓN. Suponga que ingresan nuevos inmigrantes en una
población a una razón de kt por unidad de tiempo, comenzando en el
tiempo t = 0, y donde k es una constante. Además, la razón de crec-
imiento natural de la población es proporcional a la población total en
un tiempo cualquiera. En consecuencia, la población P = P (t) satisface
la edo

dP

dt
= kt+ rP (t),

donde r es una constante. (a) Determine expresiones algebraicas para
las constantes A y B, en términos de k y r, de modo tal que P (t) =
At+B sea una solución. (b) Suponga que la población inicial Po = P (0)
es conocida. Resuelva la edo dada como edo-lineal-orden 1.

9. DIFUSIÓN TECNOLÓGICA. En un tiempo denotado como t = 0
se introduce una innovación tecnológica en una comunidad que tiene
una población fija de n personas. Asuma como verdadera la siguiente
ley: la rapidez con la que se diseminan las innovaciones en la comunidad
es conjuntamente proporcional al número de personas que han adoptado
las innovaciones y el número de personas que no las han adoptado. (a)
Si x(t) denota al número de personas que han adoptado la innovación
en el tiempo t, plantee el pvi que debe satisfacer x(t), (b) Resuelva el
pvi planteado en (a).

10. TEORÍA DEL APRENDIZAJE. En la Teoŕıa del Aprendizaje,
se suponde que la rapidez a la que se memoriza un tema es propor-
cional a la cantidad que resta por memorizar. Suponga que M denota
la cantidad total de un tema por memorizar y A(t) es la cantidad que
se memoriza en el tiempo t. (a) Determine una edo para obtener la
cantidad A(t), (b) Resuelva la edo planteada en (a).

11. CLEPSIDRA (RELOJ DE AGUA). Según ya se mencionó en el
problema (1g), si se considera un recipiente que contiene agua tal que, la
altura inicial está dada por h0 > 0, el área del orificio basal (por donde
sale al agua) es Ao, el área de la sección transversal es una función de la
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altura h ≥ 0 dada por Aw(h), entonces la función h(t) debe satisfacer:

dh

dt
= − Ao

Aw(h)

√
2gh;Ao > 0, h(0) = h0.

Se pide resolver dicha edo suponiendo que el recipiente es: (a) rectan-
gular con largo L > 0, ancho W > 0, y altura H > 0, (b) ciĺındrico
con radio R > 0 y altura H > 0, (c) cónico (considere los dos casos:
(i) el orificio está en el vértice del cono, (ii) el orificio está en la base
del cono) con radio basal R > 0 y altura H > 0, (d) esférico con radio
R > 0.

12. TSUNAMI. Un modelo para la forma de una maremoto es la edo

dW

dx
= W

√
4− 2W,

donde W (x) > 0 es la altura de la ola expresada como función de su
posición respecto a un punto en altamar. Resuelva le edo dada si se
sabe que W (0) = 2.

13. SEGUNDA LEY DE STEFAN DE LA RADIACIÓN. La tem-
peratura absoluta T de un cuerpo que se enfŕıa en un medio a temper-
atura absoluta constante Tm se determina por medio de:

dT

dt
= k(T 4 − T 4

m, )

en donde k es una constante. Resuelva la ecuación de Stefan si se sabe
que T (0) = T0.

14. LEY DE ENFRIAMIENTODENEWTON. Se lleva el termómetro
de una habitación donde la temperatura es de 70[◦F ] y se lleva al exteri-
or, donde la temperatura del aire es de 10[◦F ]. Después de medio minuto
el termómetro marca 50[◦F ]. (a) ¿Cuál es la lectura del termómetro en
t = 1[min]?, (b) ¿cuánto tarda el termómetro en alcanzar 15[◦F ]?.

15. GOTA DE LLUVIA QUE SE EVAPORA. Cuando cae una gota
de lluvia, ésta se evapora mientras retiene su forma esférica. Si se hacen
suposiciones adicionales de que la rapidez a la que se evapora la gota
de lluvia es proporcional a su área superficial y que la resistencia del
aire es insignificante, entonces un modelo para la velocidad v(t) de la
gota de lluvia es
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dv

dt
+

3(k/ρ)

(k/ρ)t+ r0
v = g,

donde ρ es la densidad del agua, r0 = 0,01[pie] es el radio de la gota de
lluvia en t = 0, k < 0 es la constante de proporcionalidad y la dirección
hacia abajo es la positiva. Determine v(t) si la gota de lluvia cae desde
el reposo.

16. MEMORIZACIÓN. Cuando se toma en cuenta la falta de memoria,
la rapidez de memorización de una persona está dada por

dA

dt
= k1(M − A)− k2A,

en donde ki > 0, i = 1, 2, A(t) es la cantidad por memorizar en el tiempo
t, M es la cantidad total por memorizar, y M − A es la cantidad que
resta por memorizar. Resuelva el pvi asociado.
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